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ЗАДАНИЕ С-2
Определение реакций опор составной конструкции.

Определить реакции опор и давление в промежуточном шарнире C задан-
ной составной конструкции. Схемы конструкции представлены на рис. С-2.1 –
С-2.5, а необходимые данные - в таблице С-2.

     Таблица С-2
№№
п/п

P,
кН

М,
кН·м

q,
кН/м

a,
м

α,
град.

β,
град.

1 10 5 1,4 1,0 45 30
2 12 8 1,0 2,0 60 15
3 15 4 0,8 1,5 30 15
4 14 6 1,8 1,0 75 30
5 20 4 1,4 2,0 60 15
6 16 10 1,2 1,0 30 15
7 18 8 1,6 1,5 60 30
8 20 12 2,2 1,0 75 30
9 22 6 1,2 2,0 45 30

10 30 8 2,4 1,5 30 15
11 10 5 1,4 1,0 45 30
12 12 8 1,0 2,0 60 15
13 15 4 0,8 1,5 30 15
14 14 6 1,8 1,0 75 30
15 20 4 1,4 2,0 60 15
16 16 10 1,2 1,0 30 15
17 18 8 1,6 1,5 60 30
18 20 12 2,2 1,0 75 30
19 22 6 1,2 2,0 45 30
20 30 8 2,4 1,5 30 15
21 10 5 1,4 1,0 45 30
22 12 8 1,0 2,0 60 15
23 15 4 0,8 1,5 30 15
24 14 6 1,8 1,0 75 30
25 20 4 1,4 2,0 60 15
26 16 10 1,2 1,0 30 15
27 18 8 1,6 1,5 60 30
28 20 12 2,2 1,0 75 30
29 22 6 1,2 2,0 45 30
30 30 8 2,4 1,5 30 15
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Рис. С-2.1
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Рис. С-2.2
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Рис. С-2.3
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Рис. С-2.4
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Рис. С-2.5
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано: схема конструкции (рис. С-2.6а); P = 8 кН;    M = 20 кНм;     q = 2
кН/м ; a = 1 м;   α = 60о;   β = 30о.  Определить реакции опор A и B и давление в
промежуточном шарнире C.

РЕШЕНИЕ

Данная конструкция состоит из двух тел, сочлененных шарниром C. Зада-
чу можно решить двумя способами.

Первый способ. Мысленно освобождаемся от связей, наложенных на каж-
дое из тел, прикладывая при этом соответствующие реакции. Рассматриваем
системы уравновешивающихся сил, приложенных к каждому телу в отдельно-
сти.

На первое тело (рис. С-2.6б) действуют: сила P
r

, пара сил с моментом M,
реакция опоры A и давление балки CD в точке C. Реакция жесткой заделки A
представляется силами AX

r
, AY

r
и парой с моментом MА, а давление балки CD -

составляющими CX
r
и CY

r
. Указанные силы расположены на плоскости произ-

вольным образом, поэтому составляем три уравнения равновесия:

0=∑
K

KxF   ; 0cos =⋅−+ αPXX CA   ; (1)

0=∑
K

KyF   ; 0sin =⋅−+ αPYY CA    ; (2)

∑ =
K

KFm 0)(0

r
  ; 0=⋅+−⋅++⋅ OCPMOCYMOAX CAA   ; (3)

где мaOA 22 =⋅=  , мaOC 5.15.1 =⋅=   ,

мaOK 87.0
2
31sin =⋅=⋅= α   .

На второе тело (рис. С-2.6в) действуют: распределенные силы интенсивно-
сти q , реакция опоры B и давление первого тела в точке C. Равномерно распре-
деленные силы заменяем их равнодействующей Q

r
, приложенной в середине

участка CD и направленной по вертикали вниз. Ее модуль определяется по
формуле:

Q = q · CD = 2 · 3,5 = 7 кН.

Реакция BN
r
опоры B перпендикулярна к балке CD, а давление первого тела

представляется составляющими CX ′
r

 и CY ′
r

. Согласно аксиоме о равенстве дейст-
вия и противодействия
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Рис. С-2.6
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CC XX =′ и CC XX
rr

↑↓′ ,

CC YY =′ и CC YY
rr

↑↓′ .

Уравнения равновесия сил, приложенных к балке CD имеют вид:

∑ =
K

KxF 0   ; 0sin =⋅−′− βBC NX   ; (4)

∑ =
K

KyF 0   ; 0cos =−⋅+′− QNY BC β   ; (5)

∑ =
K

KC Fm 0)(
r

  ; 0=⋅−⋅ CFQCBNB   ; (6)

где  мaCB 1==  , 52.1
2
3

2
5.3cos

2
=⋅=⋅= β

CDCF   м.

Уравнения равновесия (1)-(6) образуют полную систему уравнений, откуда
определяются все шесть неизвестных величин: XА, YА, MА, XС, YС, NB.

Из уравнения (6) находим

64.10
1
52.17 =⋅=⋅=

CB
CFQNB   кН.

Из уравнения (5)

21.27
2
364.10cos =−⋅=−⋅=′ QNY BC β   кН.

Из уравнения (4)

32.5
2
164.10sin −=⋅−=−=′ βBC NX   кН.

Отрицательный знак указывает, что в действительности сила CX ′
r

 (соответ-
ственно и CX

r
) будет направлена в сторону противоположную принятой. Ис-

тинные направления сил CX
r

 и CY
r

, представляющих собой составляющие дав-
ления CR

r
балки CD на первое тело конструкции, показаны на рис. С-2.6г.

Модуль CR
r и угол определяются по формулам:

76.5)21.2()32.5( 2222 =+=+= CCC YXR   кН,

43224154.0 ′=== o

C

C arctg
X
Y

arctgγ .

Далее из уравнения (1) находим

32.932.5
2
18cos =+⋅=−⋅= CA XPX α   кН.

Из уравнения (2)

72.421.2
2
38sin =−⋅=−⋅= CA YPY α   кН.
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Из уравнения (3)

=⋅−+⋅−⋅−= OKPMOCYOAXM CAA

92.887.08205.121.2232.9 −=⋅−+⋅−⋅−=   кН⋅м.

Отрицательный знак указывает, что направление вращения пары в опоре А
в действительности противоположно выбранному.

Второй способ. Рассматриваем систему уравновешивающихся сил, при-
ложенных ко всей конструкции (рис.С-2.6а). На конструкцию действуют: сила
P
r

, пара сил с моментом M, равнодействующая Q
r
распределенных сил и реак-

ции опор A и B ( BAAA NMYX
rrr

,,, ). При рассмотрении всей конструкции в целом
давления в шарнире C ( CC YX

rr
,  и CC YX ′′

rr
, ) не рассматриваются.

Уравнениями равновесия для указанной системы сил будут:

∑ =
K

KxF 0   ; 0sincos =⋅−⋅− βα BA NPX   ; (7)

∑ =
K

KyF 0   ; 0cossin =−⋅+⋅− QNPY BA βα   ; (8)

∑ =
K

KA Fm 0)(
r

  ; 0321 =⋅−⋅+−⋅+ hQhNMhPM BA   ; (9)

где 87.1
2
12

2
3cos2sin1 =⋅+=⋅⋅+⋅= αα aah   м,

30.3
2
12

2
35.11sin2cos5.12 =⋅+⋅+=⋅+⋅+= ββ aaah   м,

02.3
2
375.15.1cos75.15.13 =⋅+=⋅+= βaah   м.

Далее следует рассматривать систему уравновешивающихся сил, прило-
женных к одному из тел конструкции, при этом целесообразно выбрать ту часть
конструкции, на которую действует меньшее число сил. В данном случае рас-
сматриваем систему сил, действующих на балку CD, условия равновесия кото-
рой выражаются уравнениями (4) – (6).

Таким образом, для определения шести неизвестных величин будем иметь
систему уравнений (4) – (9).

В заключении отметим, что уравнения (7) – (9) могут быть использованы
для проверки результатов решения задачи первым способом, а уравнения (1) –
(3) - вторым способом.
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ЗАДАНИЕ С-3
Приведение пространственной системы сил к заданному центру.

Определить главный вектор R
r
и главный момент 0M

r
 заданной системы

сил относительно центра O. Схемы вариантов приведены на рис. С-3.1 – С-3.5,
необходимые данные - в таблице С-3.

Таблица С-3.
№№
п/п

a=OE,
м

b=OL,
м

c=OB,
м

F1,
H

F2,
H

F3,
H

F4,
H

F5,
H

α,
град

β,
град

М,
Нм

1 15 20 15 9 14 12 14 15 60 30 10
2 30 40 30 12 18 16 18 20 75 15 20
3 45 60 45 15 22 20 22 25 30 60 30
4 60 80 60 18 26 24 26 30 15 75 40
5 15 20 15 21 30 28 30 35 60 30 10
6 30 40 30 24 34 32 34 40 75 15 20
7 45 60 45 27 38 36 38 45 30 60 30
8 60 80 60 30 42 40 42 50 15 75 40
9 15 20 15 33 46 44 46 55 60 30 10

10 30 40 30 36 50 48 50 60 75 15 20
11 45 60 45 12 54 16 54 20 30 60 30
12 60 80 60 15 58 20 58 25 15 75 40
13 15 20 15 18 17 24 17 30 60 30 10
14 30 40 30 21 19 28 19 35 75 15 20
15 45 60 45 24 21 32 21 40 30 60 30
16 60 80 60 27 23 36 23 45 15 75 40
17 15 20 15 30 25 40 25 50 60 30 10
18 30 40 30 33 27 44 27 55 75 15 20
19 45 60 45 36 29 48 29 60 30 60 30
20 60 80 60 9 31 12 31 15 15 75 40
21 15 20 15 9 14 12 14 15 60 30 10
22 30 40 30 12 18 16 18 20 75 15 20
23 45 60 45 15 22 20 22 25 30 60 30
24 60 80 60 18 26 24 26 30 15 75 40
25 15 20 15 21 30 28 30 35 60 30 10
26 30 40 30 24 34 32 34 40 75 15 20
27 45 60 45 27 38 36 38 45 30 60 30
28 60 80 60 30 42 40 42 50 15 75 40
29 15 20 15 33 45 44 46 55 60 30 10
30 30 40 30 36 50 48 50 60 75 15 20
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Рис. С-3.1



15

Рис. С-3.2
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Рис. С-3.3
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Рис. С-3.4



18

Рис. С-3.5
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано:     F1 = 15 Н;     F2 = 60 Н ;       F3 = 30 Н;       F4 = 20 Н;      F5 = 25 Н;
M = 10 Нм;     a = 0.5 м;     b = 0.4 м;     c = 0.3 м;     α = 600;     β = 300

(рис. С-3.6а).

РЕШЕНИЕ

Прежде, чем приступить к определению главного вектора R
r
заданной сис-

темы сил и ее главного момента 0M
r
относительно начала координат, введем уг-

лы γ, φ и разложим силу 4F
r
на две составляющие: 4F ′

r
 – на плоскости XOY и

)3(
4F

r
- перпендикулярно к ней (рис.С-3.6а).

10sin44 =⋅=′ βFF   Н, 32.17cos4
)3(

4 =⋅= βFF   Н.

Проекцию силы 4F
r
на ось найдем, как сумму проекций составляющих 4F ′

r
 и

)3(
4F

r
, а ее момент относительно оси, согласно теореме Вариньона, будет равен

сумме моментов 4F ′
r
и )3(

4F
r
относительно этой же оси.

Для проекций главного вектора на координатные оси получим выражения:

γϕ sincos 421

5

1
⋅′+⋅+−== ∑

=

FFFFR
k

kxx   , (1)

543

5

1
coscos FFFFR

k
kyy −⋅′−⋅== ∑

=

γα   , (2)

)3(
432

5

1
sinsin FFFFR

k
kzz +⋅+⋅−== ∑

=

αϕ   , (3)

где

78.0sin
22

=
+

==
ba

a
AD
OA

γ   , 62.0cos
22

=
+

==
ba

b
AD
OD

γ   ,

51.0sin
22

=
+

==
ca

c
AN
ON

ϕ   , 86.0cos
22

=
+

==
ca

a
AN
OA

ϕ   .

Подставив в (1) – (3) выражения для 4F ′
r
и )3(

4F
r

, заданные значения F1, F2,
…, F5, α, β, а также найденные значения тригонометрических функций углов φ
и γ, получим

27.44=xR   Н, 25.16−=yR   Н, 31.12=zR   Н.

Модуль главного вектора
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а)

б) в)

Рис. С-3.6
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74.48)31.12()25.16()27.44()()()( 222222 =+−+=++= zyx RRRR   Н.

Направляющие косинусы

91.0
74.48
27.44),cos( ===

R
RiR x

rr
  ,

33.0
74.48
25.16),cos( −=

−
==

R
R

jR yrr
  ,

25.0
74.48

305.12),cos( ===
R
RkR z

rr
  .

Проекции главного момента системы сил относительно начала координат
на координатные оси равны суммам моментов всех сил относительно соответ-
ствующих координатных осей. Поэтому, будем иметь:

cFbFhFFmMM
k

kxxox ⋅+⋅+⋅=== ∑
=

5
)3(

433

5

1
)(

r
  , (4)

aFhFFmMM
k

kyyoy ⋅⋅−⋅=== ∑
=

αsin)( 322

5

1

r
  , (5)

MaFhFaFbFFmMM
k

kzzoz +⋅−⋅′−⋅⋅+⋅=== ∑
=

54431

5

1
cos)( α

r
  , (6)

Из рис. С-3.6

26.051.05.0sin2 =⋅=⋅= ϕah   м,
=⋅−=⋅= αα sin)(sin3 BEABAEh

28.060sin)603.05.0(sin)( 00 =⋅⋅−=⋅⋅−= ctgctgca αα   м,
31.078.04.0sin4 =⋅=⋅= γbh   м.

Подставив в (4) – (6) числовые значения всех необходимых величин, полу-
чим:

Mox = 22.92 Нм, Moy = 2.45 Нм, Moz = 7.87 Нм

Модуль главного момента

36.2487.745.292.22)()()( 222222 =++=++= ozoyoxo MMMM   Н⋅м.

Направляющие косинусы
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,941.0
36.24
92.22),cos( ===

o

ox
o M

MiM
rr

,101.0
36.24
45.2),cos( ===

o

oy
o M

M
jM
rr

.323.0
36.24

87.7),cos( ===
o

oz
o M

MkM
rr

Примечание. При вычислении моментов сил относительно координатных
осей во многих случаях целесообразно разлагать силу на составляющие, парал-
лельные осям координат, а затем применять теорему Вариньона. Проиллюстри-
руем этот метод на примере вычисления момента силы 4F

r
относительно оси Oz.

Выше показано разложение силы 4F
r

 на две составляющие 4F ′
r

 и )3(
4F

r

)( )3(
444 FFF

rrr
+′= . Далее разложим силу 4F ′

r
, расположенную в координатной

плоскости Oxy на две составляющие )1(
4F

r
и )2(

4F
r

, параллельные соответственно
осям Ox и Oy (рис. С-3.6б). Следовательно, )2(

4
)1(

44 FFF
rrr

+=′ , а
)3(

4
)2(

4
)1(

44 FFFF
rrrr

++=′ , то-есть сила 4F
r

 разложена на составляющие )1(
4F

r
, )2(

4F
r

,
)3(

4F
r

, параллельные осям координат (рис. С-3.6в). Модули сил )1(
4F

r
и )2(

4F
r
легко

вычисляются:

8.7sinsinsin 44
)1(

4 =⋅⋅=⋅′= γβγ FFF   Н,
2.6cossincos 44

)2(
4 =⋅⋅=⋅′= γβγ FFF   Н,

На основании теоремы Вариньона получим

)()()()( )3(
4

)2(
4

)1(
44 FMFMFMFM zzzz

rrrr
++=   ,

12.3)( )1(
4

)1(
4 −=⋅−= ABFFM z

r
  Н⋅м,

0)()( )3(
4

)2(
4 == FMFM zz

rr
 .

Следовательно, 12.3)( 4 −=FM z

r
  Нм.
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ЗАДАНИЕ С-5

Равновесие тел с учетом сил трения

Определить, при каких значениях силы F
r
возможно равновесие конструк-

ции, если коэффициент трения скольжения между тормозной колодкой и ка-
сающимся с ней телом равен f. Шириной колодки пренебречь, считая контакт
точечным. Определить также реакции опор O, A, B, C, D, соответствующие
предельному состоянию равновесия конструкции. Трением в шарнирах и опо-
рах пренебречь. Схемы вариантов приведены на рис.26-30, а необходимые дан-
ные - в таблице 5.

Таблица 5
№№ п/п Р, кН Q, кН a, м b, м l, м α, 0 f

1 0.1 0.4 0.5 0.7 0.03 45 0.10
2 0.2 0.6 0.6 0.4 – 30 0.20
3 0.3 0.8 0.8 0.2 0.06 60 0.25
4 0.4 0.5 0.4 0.5 0.08 30 0.15
5 0.5 0.9 0.3 0.7 0.04 60 0.10
6 0.6 1.0 0.2 0.6 – 45 0.25
7 0.4 1.2 0.7 0.2 0.06 30 0.20
8 0.3 1.4 0.8 0.4 – 60 0.15
9 0.5 1.6 0.5 0.3 – 45 0.20
10 0.3 1.2 0.6 0.3 0.08 30 0.25
11 0.1 0.4 0.5 0.7 0.03 45 0.10
12 0.2 0.6 0.6 0.4 – 30 0.20
13 0.3 0.8 0.8 0.2 – 60 0.25
14 0.4 0.5 0.4 0.5 0.08 30 0.15
15 0.5 0.9 0.3 0.7 – 60 0.10
16 0.6 1.0 0.2 0.6 0.05 45 0.25
17 0.4 1.2 0.7 0.2 0.9 30 0.20
18 0.3 1.4 0.8 0.4 0.02 60 0.15
19 0.5 1.6 0.5 0.3 0.08 45 0.20
20 0.3 1.2 0.6 0.3 – 30 0.25
21 0.1 0.4 0.5 0.7 0.03 – 0.10
22 0.2 0.6 0.6 0.4 0.04 – 0.20
23 0.3 0.8 0.8 0.2 0.06 45 0.25
24 0.4 0.5 0.4 0.5 0.08 30 0.15
25 0.5 0.9 0.3 0.7 0.04 30 0.10
26 0.6 1.0 0.2 0.6 0.05 60 0.25
27 0.4 1.2 0.7 0.2 0.06 45 0.20
28 0.3 1.4 0.8 0.4 0.02 30 0.15
29 0.5 1.6 0.5 0.3 0.08 60 0.20
30 0.3 1.2 0.6 0.3 0.08 45 0.25
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Рис. С-5.1
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Рис. С-5.2
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Рис. С-5.3
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Рис. С-5.4
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Рис. С-5.5
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано:   схема конструкции (рис.31а);   P = 0.3 кН,   Q = 1.2 кН,    a = 0.5 м,
b = 0.2 м,     l = 0.04 м,          α= 600,         β = 450,         f = 0.25.

Определить, при каких значениях силы F
r
возможно равновесие конструк-

ции. Определить также реакции опор O и A, соответствующие предельному со-
стоянию равновесия.

РЕШЕНИЕ

Рассматриваемая конструкция состоит из трех тел: тележки, барабана и
стержня AE с тормозной колодкой.

Рассмотрим равновесие, предполагая, что оно имеет место, для каждого из
тел в отдельности.

Рис. С-5.6



30

Сначала запишем уравнения равновесия тележки. На тележку действуют:
сила тяжестиQ

r
, реакция нити T

r
и нормальная реакция наклонной плоскости

1N
r

(рис.31б). Выбрав координатные оси, как показано на рисунке 31б, запишем
следующие уравнения равновесия указанной системы сил:







=

=

∑
∑

,0

,0

i
iy

i
ix

F

F
 





=⋅−
=−⋅

)2(.0cos
)1(.0sin

1 β
β

QN
TQ

Далее запишем уравнения равновесия барабана (рис.31в). На барабан дей-
ствуют: сила тяжести P

r
, реакция нитиT ′

r
, реакция шарнирно-неподвижной

опоры O, представленная двумя взаимно перпендикулярными составляющими
oX

r
, oY

r
, давление N

r
тормозной колодки и сила трения трF

r
. Учитывая, что вели-

чины сил T
r
и T ′

r
равны (T = T'), уравнения равновесия плоской произвольной

системы сил, действующей на барабан представим в виде:
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Затем рассмотрим равновесие стержня AE с тормозной колодкой (рис.31г).
На стержень AE с тормозной колодкой действует следующая плоская произ-
вольная система сил: силаF

r , нормальная реакция N ′
r

 барабана, сила трения трF ′
r

и реакция шарнирно-неподвижной опоры A, представляемая составляющи-
ми AX

r
, AY

r
. Согласно аксиоме о равенстве действия и противодействия величи-

ны сил N
r
иN ′

r
, а также трF

r
и трF ′  равны

N = N' , Fтр = F'тр . (6)

Уравнения равновесия указанной системы сил с учетом соотношений (6)
будут иметь вид:



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
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r
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И, наконец, запишем условия равновесия конструкции при наличии тре-
ния:

NfFтр ⋅≤ (10)
Система полученных линейных алгебраических уравнений (1) – (5), (7) –

(9) с учетом неравенства (10) позволяет полностью решить поставленную зада-
чу.

Прежде всего необходимо найти, при каких значениях силы F конструкция
будет находиться в равновесии (то есть будет удовлетворяться неравенство
(10)). С этой целью найдем на основании уравнений (1), (5) и (9) величины сил
Fтр и N, входящих в неравенство (10):

,sin
2
1

β⋅⋅= QFтр (11)





 ⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅= lQbaF

a
N βα sin

2
1sin)(1 (12)

В результате подстановки (11) и (12) в (10) получим следующее неравенст-
во:





 ⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅≤⋅⋅ lQbaF

a
fQ βαβ sin

2
1sin)(sin

2
1 (13)

На основании (13) можно найти значения величины силы F, при которых
рассматриваемая конструкция будет находиться в состоянии равновесия:

α
β

sin)(
)(sin

2
1

⋅+⋅
⋅+⋅⋅

⋅≥
baf

lfaQF  (14)

При заданных параметрах, входящих в правую часть (14), значения вели-
чины силы F, при которых конструкция будет находиться в равновесии, опре-
делится неравенством:

кНF 43.1≥ (15)
В случае предельного состояния равновесия конструкции сила F будет

иметь минимальное значение
.43.1min кНF = (16)

Учитывая (16) и данные задачи, на основании (1), (3), (4), (7), (8), (11) и
(12) найдем реакции неподвижных опор O и A в случае предельного состояния
равновесия конструкции:

Xo = -1.86 кН, Yо = 2.12 кН, XА = -0.17 кН, YА = -1.22 кН.
Следует заметить, что уравнение равновесия (2) оказалось не востребованным
так как по условию задачи не требовалось определить нормальную реакцию N
наклонной плоскости.
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ЗАДАНИЕ К-2

Тело D (рис.2.1-2.6) вращается вокруг неподвижной оси по закону        ϕ
= ϕ(t)   (ϕ измеряется в радианах,   t - в секундах; положительное направление
отсчета угла ϕ показано на рисунках дуговой стрелкой). По телу вдоль прямой
AB (рис.2.1, 2.5, 2.6), или по окружности радиуса R (рис.2.2-2.4) движется точка
М по закону  S=OM=f(t)  см (положительное и отрицательное направления от-
счета координаты S от точки O указаны соответственно знаками плюс (+) и ми-
нус (-)). Определить абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в
момент времени  t=t1  сек. Необходимые данные приведены в таблице 2.

Таблица 2
№
вар.

№
рис.

Уравнение вращательного
движения

ϕ = ϕ (t)     (рад)

Уравнение
движения точки М

OM = S = f (t)   (см)

t1
(сек)

R
(см)

a
(см)

1 2.1 2πt2 16 cos(πt /4) 2 - 16
2 2.2 2πt2 10πt 0.5 10 -
3 2.3 2πt 5πt 0 5 4
4 2.4 πt2 20π sin(πt/3) 0,5 20 -
5 2.5 sin(πt/6) 5 - 2t2 1 - 5
6 2.6 t3 7 - 4t2 1 - 7
7 2.1 2t 5 – 5t2 1 - 5
8 2.2 πt3 20πt 1 20 -
9 2.3 3πt 2 20πt2 1 80 60

10 2.4 πt3 5πt 2 1 5 -
11 2.5 cos(πt/3) 3t – t2 1 - 3
12 2.6 t2 4 sin(πt/4) 2 - 4
13 2.1 πt2 6 sin(πt/6) 1 - 6
14 2.2 2πt 10πt2 1 10 -
15 2.3 πt3 π(2 – t2) 1 1 2
16 2.4 2πt 10π cos(πt/6) 2 10 -
17 2.5 cos(πt/2) t2 1 - 2
18 2.6 2t 8 sin(πt/2) 2 - 8
19 2.1 π (t2+ 3t) 3t2- 8t 1 - 8
20 2.2 πt2 8πt 1,5 8 -
21 2.3 4πt2 2π (t + t2) 2 12 10
22 2.4 4 + 2πt2 3π (2 – t3) 1 2 -
23 2.5 cos(πt/6) 2 – 4t2 1 - 4
24 2.6 3t – t2 2t2- 4 1 - 6
25 2.1 8πt + πt2 4 cos(πt/2) 1 - 4
26 2.2 3πt2 40πt2 0,5 20 -
27 2.3 2πt3 20πt 1 8 6
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№
вар.

№
рис.

Уравнение вращательного
движения

ϕ = ϕ (t)     (рад)

Уравнение
движения точки М

OM = S = f (t)   (см)

t1
(сек)

R
(см)

a
(см)

28 2.4 0,6 πt2 π(10t – 2t2) 1 16 -
29 2.5 sin(πt/3) 1 – 2t2 1 - 2
30 2.6 2t 4 cos(πt/3) 1 - 4

Пример выполнения задания К-2

Диск радиуса  R = 0,5 м  вращается вокруг своего вертикального диамет-
ра OB (рис.2.7) по закону  ϕ = t3- 2t2   (ϕ  измеряется в радианах, t - в секундах;
положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке дуговой стрел-

кой). По ободу диска движется точка M по закону ( )227
6

ttRMOS −==
π(

 м. (по-

ложительное и отрицательное направления отсчета дуговых координат S от
точки O указаны соответственно знаками плюс (+) и минус (-)). Определить аб-
солютную скорость и абсолютное ускорение точки M в момент времени  t1=1
секунда.

Решение. Для определенности свяжем жестко с диском систему коорди-
нат  O1xyz  (координатная плоскость O1yz совмещена с плоскостью диска).
Движение точки М рассматриваем как сложное. Вращение диска (подвижной
системы координат O1xyz ) вокруг вертикальной неподвижной оси  O3z1  счита-
ем переносным. При этом движение точки М по ободу диска будет относитель-
ным. Рассмотрим более полно эти движения.

1. Закон переносного вращательного движения задан уравнением
ϕ = t3- 2t2 . (1)

Определим угловую скорость и угловое ускорение переносного вращения
как алгебраические величины:

tte 43 2 −== ϕω & ;
46 −== tee ωε & .

В момент времени  t1= 1  сек.
ωe=-1   c-1       ;              εe= 2    c-2         . (2)

Знак угловой скорости определяет направление вращения тела вокруг не-
подвижной оси. В рассматриваемом случае  ωe<О. Это означает, что вращение
в момент времени  t1= 1 сек. происходит в направлении убывания угла  ϕ  (то
есть в отрицательном направлении отсчета  ϕ ). Путем сопоставления знаков
угловой скорости и углового ускорения можно установить характер вращатель-
ного движения, то есть является оно ускоренным или замедленным. В рассмат-
риваемом случае, как следует из (2), знаки угловой скорости и углового ускоре-
ния разные (ωe<0 , εe>0). Это
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показывает, что в момент времени t1=1 сек. абсолютная величина угловой ско-
рости убывает, то есть вращение диска является замедленным. Угловая ско-
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рость и угловое ускорение на рисунке 2.5 условно показаны дуговыми стрелка-
ми вокруг оси вращения.

2. Относительное движение точки M задано естественным способом, так
как известны: траектория относительного движения (окружность радиуса
R=0,5 м  с центром в точке О1), начало и положительное направление отсчета
дуговых координат S, а также закон движения точки по траектории, определяе-
мый уравнением

( )227
6

ttRS −=
π      м   . (3)

Сначала установим положение точки M на дуге окружности в момент
времени  t1=1 сек.  Подставляя в уравнение  (3)  t1=1 сек., получим

6
5

1
RS π

= (м) (4)

Центральный угол, соответствующий дуге окружности (4), определится
по формуле

6
51

11
π

==∠
R
SMOO рад.

Таким образом, как следует из рисунка 2.5, угол

66
5 ππ

πα =−= рад.

В положении точки M1, покажем орты двух естественных осей τ
r  и  nr

(орт τr  направляется по касательной к окружности радиуса R в сторону возрас-
тания дуговых координат S, а орт главной нормали nr  - к центру окружности
O1).

3. Найдем абсолютную скорость точки М по формуле:
rea VVV

rrr
+= , (5)

где  eV
r

 и  rV
r

 соответственно переносная и относительная скорости точки.
Для определения переносной скорости точки в момент времени t1=1 сек.

нужно мысленно остановить относительное движение точки в положении M1, и
определить ее скорость как точки, жестко связанной с подвижной системой ко-
ординат, то есть с диском. Диск, как было указано выше, совершает вращатель-
ное движение вокруг неподвижной оси O3z1. В силу этого величина переносной
скорости ( eV ) определится по формуле

hV ee ω= (6)
где  h - расстояние от точки M1 до оси вращения. Из прямоугольного тре-

угольника  O1M1O2  (рис.2.5)

25,0
6

sin5,0sin21 =⋅=⋅==
π

αROMh     м. (7)

Таким образом, на основании (6) с учетом (2) и (7) величина переносной
скорости точки М в момент  t1=1 сек.  будет

Ve=0,25    м/с. (8)
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Вектор eV
r

 направлен перпендикулярно плоскости диска (значит парал-
лельно оси  O1x ) в направлении вращения, указанному дуговой стрелкой  ωe.

Для определения относительной скорости точки M1 ( rV
r

) нужно мысленно
остановить переносное движение  (вращательное движение диска) и найти ско-
рость точки при ее движении по окружности радиуса R по закону (3). Проекция
вектора  rV

r
  на направление орта τr  определяется по формуле:

( )tRSVr 47
6

−==
π

τ
& . (9)

В момент времени t1=1 секунда

42
ππ

τ ==
RVr м/с. (10)

Положительный знак проекции Vrτ указывает, что вектор rV
r

 направлен в
сторону τr . В общем случае величина относительной скорости (Vr) определяет-
ся по формуле

785,0
4

≈==
π

τrr VV м/с. (11)

Так как векторы eV
r

 и rV
r

 взаимно перпендикулярны (вектор rV
r

 располо-
жен в координатной плоскости O1yz, а вектор eV

r
  параллелен оси  O1x), величи-

на абсолютной скорости (Va) может быть определена на основании теоремы
Пифагора. В момент времени  t1=1 сек.

82,022 =+= rea VVV  м/с. (12)
4. Определим абсолютное ускорение точки M.
В рассматриваемом случае переносное движение не является поступа-

тельным. В силу этого найдем абсолютное ускорение точки на основании тео-
ремы Кориолиса по формуле

krea aaaа rrrr
++= , (13)

где ear  , rar  , kar  - соответственно переносное, относительное и кориолисо-
во ускорения точки.

При определении абсолютного ускорения целесообразно разложить ear  и
rar  на нормальную и касательную составляющие

τ
e

n
ee aaa rrr

+= , τ
r

n
rr aaa rrr

+= .
При этом соотношение (13) примет вид

kr
n
re

n
ea aaaaaa rrrrrr

++++= ττ (14)
При определении переносного ускорения точки в момент времени t1=1

сек. аналогично, как и при определении переносной скорости, мысленно оста-
навливаем относительное движение и определяем ускорение точки M1 как точ-
ки, неизменно связанной с диском  (с подвижной системой координат).  При
вращательном движении диска вокруг неподвижной оси  O3z1 величины нор-
мального и касательного ускорения точки М1 диска определяются соответст-
венно по формулам
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25,02 == ha e
n
e ω

r м/с2  , (15)

5,0== ha ee ετr м/с2   . (16)

Вектор n
ear  направлен по радиусу окружности, описываемой точкой М1

диска, к центру этой окружности - точке O2 ( n
ear  параллелен оси O1y). Ускорение

τ
ear  направлено по касательной к этой окружности, то есть перпендикулярно n

ear

( τ
ear  параллелен оси  O1x). Так как диск в указанный момент времени t1=1 сек.

вращается замедленно, то векторы eV
r

 и τ
ear  направлены в противоположные

стороны,  то есть направление вектора τ
ear  определяется направлением углового

ускорения εe , которое показано на рис. 2.7 дуговой стрелкой.
Относительное движение, как было подчеркнуто выше, задано естествен-

ным способом. При этом проекции относительного ускорения точки на естест-
венные оси, положительные направления которых определяются ортами τr  и nr ,
можно найти по формулам

047,1
33

2
−=−=−==

π
πτ RSar

&&       м/с2  , (17)

232,1
22

===
R

VVa rr
rn ρ

      м/с2 . (18)

Отрицательный знак проекции arτ указывает, что вектор τ
rar  направлен в

противоположную сторону орта τr . Нормальное ускорение всегда направлено в
сторону орта nr , то есть по главной нормали к центру кривизны траектории
точки. Таким образом, в рассматриваемом случае вектор n

rar  направлен к центру
O1, окружности радиуса R, являющейся траекторией относительного движения
точки. Величины относительного касательного ( τ

rar ) и относительного нор-

мального ( n
rar ) ускорений согласно (17) и (18) будут соответственно равны

047,1== τ
τ

rr aar     м/с2 , (19)

232,1== rn
n
r aar      м/с2 . (20)

Ускорение Кориолиса ( kar ) определяется по формуле

rek Va
rrr

×= ω2    . (21)
Вектор угловой скорости переносного вращения eω

r  направлен по оси
вращения в ту сторону, откуда вращение наблюдается против хода часовой
стрелки (рис.2.5). В момент времени t1=1 сек., учитывая (2),

1=eω
r     сек-1. (22)

Модуль ускорения Кориолиса ( kar ) на основании свойств векторного
произведения двух векторов, очевидно, равен

( )rerek VVa
rrrrr ^sin2 ωω ⋅⋅⋅=    . (23)
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Учитывая (22), (11), на основании (23) получим:
36,1120sin785,012 =°⋅⋅⋅=kar      м/с2. (24)

Направление ускорения Кориолиса определяется направлением векторно-
го произведения векторов eω

r  и rV
r

 , то есть направлено перпендикулярно плос-
кости, проходящей через векторы eω

r  и rV
r

 (вектор eω
r  при этом нужно перевес-

ти в точку M1) в сторону, откуда кратчайшее совмещение eω
r  с rV

r
 видно против

хода часовой стрелки. Так как векторы eω
r  и rV

r
 расположены в координатной

плоскости O1yz, то kar  направлено параллельно оси  O1x  в сторону, противопо-
ложную оси O1x.

Направление ускорения Кориолиса можно найти другим способом, при-
менив правило Н.Е.Жуковского. Суть правила Н.Е.Жуковского состоит в сле-
дующем. Прежде всего нужно найти проекцию вектора rV

r
 на плоскость, пер-

пендикулярную оси вращения (на плоскость O1xy). В данном случае эта проек-
ция направлена также, как вектор n

ear . Затем необходимо повернуть найденную
проекцию в направлении вращения, указанному дуговой стрелкой ωe, на угол
π/2. Полученное в результате поворота направление проекции относительной
скорости будет соответствовать направлению kar .

Для определения абсолютного ускорения найдем его проекции на оси ко-
ординат x, y, z. Согласно (14) проекция абсолютного ускорения на любую ось
равна алгебраической сумме проекций ускорений n

ear , τ
ear , n

rar , τ
rar , kar  на ту же

ось. Проекции этих ускорений на оси координат легко найти из чертежа. Таким
образом, для момента времени t1=1 сек.

86,136,15,0 −=−−=−−= keax aaa rrτ     М/С2   ,

04,0
2
3047,1

2
1232,125,030cos60cos =⋅+⋅−−=°⋅+°⋅−−= τ

r
n
r

n
eay aaaa rrr

 М/С2,

59,1
2
1047,1

2
3232,160cos30cos −=⋅−⋅−=°⋅−°⋅= τ

r
n
raz aaa rr    м/с2  .

По найденным трем проекциям абсолютного ускорения нетрудно найти его мо-
дуль и направление. Модуль абсолютного ускорения

45,259,104,086,1 222222 =++=++= azayaxa aaaa     м/с2   .
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ЗАДАНИЕ К-3

В планетарном механизме (рис.3.1-3.6) шестерня I радиуса R1  неподвиж-
на, а кривошип OA, вращаясь вокруг неподвижной оси, проходящей через точ-
ку O перпендикулярно плоскости рисунка, приводит в движение свободно на-
саженную на его конец A шестерню II радиуса  R2 . Для указанного на рисунке
положения механизма найти скорости и ускорения точек A и B, если для соот-
ветствующего момента времени известны абсолютные величины угловой ско-
рости и углового ускорения кривошипа (ωOA, εOA). На рисунках условно показа-
ны направления угловой скорости и углового ускорения дуговыми стрелками
вокруг оси вращения. При этом направление угловой скорости соответствует
направлению вращательного движения кривошипа. Угловое ускорение направ-
лено в сторону угловой скорости при ускоренном вращении и в противополож-
ную - при замедленном. Необходимые данные приведены в таблице 3.

Таблица 3
№

варианта
№

рисунка
ωOA
(с-1)

εOA
(с-2)

R1
(м)

R2
(м)

α
(град.)

1 3.1 1 9 0,5 0,1 0
2 3.2 1 8 0,6 0,1 30
3 3.3 2 7 0,7 0,2 60
4 3.4 2 6 0,8 0,2 90
5 3.5 2 3 0,6 0,1 60
6 3.6 3 5 0,7 0,2 120
7 3.1 3 5 0,9 0,3 120
8 3.2 3 4 0,5 0,5 150
9 3.3 4 3 0,6 0,4 180

10 3.4 4 2 0,7 0,4 210
11 3.5 2 4 0,7 0,2 90
12 3.6 3 6 0,7 0,2 150
13 3.1 5 1 0,8 0,5 240
14 3.2 1 1 0,5 0,1 0
15 3.3 2 2 0,5 0,2 30
16 3.4 3 1 0,6 0,3 60
17 3.5 4 7 0,8 0,3 180
18 3.6 5 9 0,8 0,3 240
19 3.1 4 2 0,6 0,4 90
20 3.2 5 1 0,7 0,5 120
21 3.3 6 2 0,7 0,1 150
22 3.4 7 1 0,8 0,2 180
23 3.5 4 8 0,8 0,3 210
24 3.6 1 1 0,5 0,1 0
25 3.1 8 2 0,8 0,3 210
26 3.2 9 1 0,9 0,4 240
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№
варианта

№
рисунка

ωOA
(с-1)

εOA
(с-2)

R1
(м)

R2
(м)

α
(град.)

27 3.3 1 1 0,6 0,1 0
28 3.4 1 2 0,6 0,1 30
29 3.5 1 2 0,6 0,2 30
30 3.6 2 3 0,6 0,3 60

Пример выполнения задания К-3

Дано:    кинематическая   схема   планетарного  механизма (рис.3.7); R1=
0,6 м ; R2= 0,4 м ; ωOA = 1 с-1 ; εOA = 1 с-2. Определить скорости и ускорения то-
чек A и B, показанных на рисунке, если α = 60°.

Решение: Рассмотрим последовательно движения каждого из двух под-
вижных звеньев планетарного механизма. Начинать при этом необходимо со
звена, угловая скорость и угловое ускорение которого заданы. Таким образом,
начнем исследование кинематики механизма с кривошипа.

1. Кривошип OA совершает вращательное движение вокруг неподвижной
оси, проходящей через точку О перпендикулярно плоскости рисунка. Опреде-
лим скорость и ускорение точки А кривошипа, которая одновременно принад-
лежит и подвижной шестерне II.

Абсолютная величина скорости точки А (VA) определяется по формуле
( )21 RROAV OAOAA +⋅=⋅= ωω     . (1)

Для заданного положения механизма
( ) 14,06,01 =+⋅=AV    м/с   . (2)

Вектор скорости AV
r

 направлен перпендикулярно ОА (радиусу вращения) в на-
правлении вращения, указанному на рис.3.5 дуговой стрелкой ωOA.

Ускорение точки А представим разложенным на касательную и нормаль-
ную составляющие

τ
A

n
AA aaa rrr

+=    . (3)
Величины нормального ( n

Aa ) и касательного ( τ
Aa ) ускорений определяют-

ся соответственно по формулам:
( )21

22 RROAa OAOA
n
A +⋅=⋅= ωω    , (4)

( )21 RROAa OAOAA +⋅=⋅= εετ . (5)
Для заданного положения механизма

( ) 14,06,012 =+=n
Aa   м/с2 . (6)

( ) 14,06,01 =+⋅=τ
Aa   м/с2 . (7)

При этом нормальное ускорение точки А ( n
Aar ) направлено по радиусу окружно-

сти, описываемой точкой к центру этой окружности - к точке О.
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Рис. 3.5 Рис. 3.6
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Касательное ускорение  ( τ
Aar ) направлено по касательной к этой окружности

(перпендикулярно OA) в сторону, указанную дуговой стрелкой εOA. Это объяс-
няется тем, что при замедленном вращении (по условию задачи кривошип ОА
вращается замедленно)  касательное  ускорение  направляется  в  сторону, про-
тивоположную  направлению  вращения,  указанного  дуговой стрелкой ωOA . В
то же время при замедленном вращении угловое ускорение направляется также
в сторону, противоположную направлению угловой скорости.

Величина ускорения точки А в соответствии с соотношением (3) и с уче-
том (6) и (7) для заданного положения механизма определится по формуле:

( ) ( ) 211 2222
=+=+= τ

A
n
AA aaa    м/с2 .

2.  Шестерня II совершает плоскопараллельное (плоское) движение. Учи-
тывая, что шестерня II катится без скольжения по неподвижной шестерне I,
мгновенный центр скоростей (точка СV) подвижной шестерни будет находиться
в точке соприкосновения двух шестерен (рис.3.5).

Для заданного положения планетарного механизма выше определена ско-
рость центра шестерни II (точки А). Таким образом, зная величину скорости
одной из точек и положение мгновенного центра скоростей подвижной шестер-
ни, можно определить величину ее мгновенной угловой скорости (ω2) по фор-
муле

V

A

AC
V

=2ω   , (7)

ωOA

ω2

εOA

ε2

x

y

O

A R2

R1

I

II

aBA

aBA

aA

aA

−τ

−τ

−

−

−n

−n

VA

VB

Рис. 3.7

CV

α

B
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где расстояние   ACV= R2 .
В результате подстановки значения ACV= R2 и (1) в соотношение (7) по-

лучим
( )

2

21
2 R

RROA +⋅
=

ω
ω    . (8)

Для заданного положения механизма
( ) 5,2

4,0
4,06,01

2 =
+⋅

=ω    c-1  . (9)

Направление мгновенного вращения шестерни II вокруг мгновенного
центра скоростей (точки CV), определяемое направлением скорости точки А
( AV

r
), условно показано на рис.3.5 дуговой стрелкой ω2 .
Шестерня II в указанном положении движется замедленно. Это следует

из сопоставления направлений векторов AV
r

 и τ
Aar  (они направлены в противопо-

ложные стороны). Следовательно угловое ускорение шестерни II (ε2) направле-
но в сторону, противоположную направлению угловой скорости   ω2 , что ус-
ловно показано на рис.3.5 дуговой стрелкой ε2 .

Величину углового ускорения ε2 определим по формуле
22 ωε &=    . (10)

Учитывая (8), на основании (10) получим
( ) ( )

2

21

2

21
2 R

RR
R

RR OAOA +⋅
=

+⋅
=

εω
ε

&
  . (11)

где  εOA - величина углового ускорения кривошипа ОА. Для
заданного положения механизма

( ) 5,2
4,0

4,06,01
2 =

+⋅
=ε   с-2  . (12)

Таким образом, для некоторого момента времени найдены положение
мгновенного центра скоростей, угловая скорость, угловое ускорение подвиж-
ной шестерни II, а также ускорение точки А. Это позволяет найти скорость и
ускорение любой точки шестерни.

Прежде всего определим абсолютную величину скорости точки B (VB) по
формуле

VB BCV ⋅= 2ω  , (13)
где BCV - расстояние от точки В до мгновенного центра скоростей.
Расстояние ВСV определим из треугольника ABCV . Этот треугольник рав-

носторонний и, следовательно,
BCV= R2= 0,4  м . (14)

Для заданного положения механизма, учитывая (9) и (14), на основании
(13) получим

VB= 2,5 . 0,4 = 1  м/с . (15)
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Вектор скорости BV
r

 направлен перпендикулярно прямой BCV. Ускорение
точки B можно найти на основании теоремы об ускорениях точек плоской фи-
гуры, приняв точку A за полюс

τ
BA

n
BAAB aaaa rrrr

++=    , (16)
где n

BAar  и τ
BAar  - соответственно нормальное и касательное ускорения точ-

ки B при относительном вращательном движении шестерни II вокруг полюса А.
Учитывая (3), формулу (16) представим в виде

ττ
BA

n
BAA

n
AB aaaaa rrrrr

+++=   . (17)
Величины нормального ( n

BAa ) и касательного ( τ
BAa ) ускорений точки B

при относительном вращательном движении шестерни II вокруг полюса A оп-
ределяются по формулам

2
2
2

2
2 RBAan

BA ⋅=⋅= ωω   , (18)

222 RBAaBA ⋅=⋅= εετ   . (19)
Для заданного положения механизма на основании (18) и (19) с учетом

(9) и (12) получим
5,24,05,2 2 =⋅=n

BAa  м/с2 ,              (20)
14,05,2 =⋅=τ

BAa   м/с2 . (21)
При этом нормальное ускорение n

BAar  направлено вдоль ВА к центру отно-
сительного вращения (к полюсу А), а касательное ускорение τ

BAar  направлено
перпендикулярно прямой АВ в сторону, указанную дуговой стрелкой ε2.

Таким образом, найдены модули четырех векторов ускорений, стоящих в
правой части векторного равенства (17), и показаны их направления в точке В
на рис. 3.5. Найдем ускорение точки В как геометрическую сумму четырех по-
казанных в точке ускорений аналитическим способом. Для этого спроектируем
векторы, стоящие в правой и левой части равенства (17), на две оси координат
x, y (рис.3.5)

°⋅−°⋅−= 60cos30cos ττ
BA

n
BAABx aaaa   , (22)

°⋅−°⋅+−= 30cos60cos τ
BA

n
BA

n
ABy aaaa   . (23)

Учитывая (6), (7) (20) и (21), на основании (22) и (23) найдем для задан-
ного положения механизма проекции ускорения точки В на оси  x, y

665,1
2
11

2
35,21 −=⋅−⋅−=Bxa   м/с2  ,

616,0
2
31

2
15,21 −=⋅−⋅+−=Bya   м/с2  .

Проекции вектора ускорения Bar  (лежащего в плоскости  xy ) на две оси
координат полностью определяют его модуль и направление. Итак, величина

775,1616,0665,1 2222 =+=+= ByBxB aaa    м/с2  .
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Задание К-5

Приняв угловую скорость ω0 кривошипа OA постоянной, определить для
заданного положения механизма (рис.5.1-5.6):

1. скорости точек A, B, C, D механизма и угловые скорости звеньев АВ и
CD при помощи мгновенных центров скоростей;

2. скорости этих же точек методом проекций на прямую, соединяющую
точки;

3. ускорения точек А, В, С, а также угловое ускорение звена АВ (аналити-
ческим способом).

Необходимые для решения данные приведены в таблице 5.

Таблица 5
№ вари-
анта

№
рис.

ω0
(с-1)

OA
(см)

ϕ
(град.)

AB
(см)

AC
(см)

CD
(см)

h
(см)

l
(см)

O1D
(см)

1 5.1 π/2 40 90 80 40 70 - 10 -
2 5.2 π/4 50 45 60 60 80 20 - -
3 5.3 π/2 30 90 60 20 50 - 25 -
4 5.4 π/4 20 45 100 50 60 10 80 -
5* 5.5 π/3 12 60 55 36 23 22 19 19
6* 5.6 2π/3 15 135 50 15 40 54 17 40
7 5.1 π/4 20 45 40 20 35 - 5 -
8 5.2 π/6 100 30 120 120 160 40 - -
9 5.3 π/6 60 30 120 40 100 - 50 -

10 5.4 π/3 30 60 150 75 90 15 120 -
11* 5.5 π/3 24 60 110 72 46 44 38 38
12* 5.6 2π/3 30 120 100 30 80 108 34 80
13 5.1 π/3 60 60 120 60 105 - 15 -
14 5.2 π/3 60 60 72 72 96 24 - -
15 5.3 π/4 36 45 72 24 60 - 30 -
16 5.4 π/3 10 60 50 25 30 5 40 -
17* 5.5 π/3 18 60 82,5 54 34,5 33 28,5 28,5
18* 5.6 2π/3 7,5 120 25 7,5 20 27 8,5 20
19 5.1 π/6 30 30 60 30 52,5 - 7,5 -
20 5.2 2π/3 75 120 90 90 120 30 - -
21 5.3 π/3 27 60 54 18 45 - 22,5 -
22 5.4 π/6 15 30 75 37,5 45 7,5 60 -
23* 5.5 π/3 36 60 165 108 69 66 57 57
24* 5.6 2π/3 22,5 120 75 22,5 60 81 22,5 60
25 5.1 π/4 10 45 20 20 18,5 - 2,5 -
26 5.2 3π/4 150 135 180 180 240 60 - -
27 5.3 π/2 15 90 30 10 25 - 12,5 -
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№ вари-
анта

№
рис.

ω0
(с-1)

OA
(см)

ϕ
(град.)

AB
(см)

AC
(см)

CD
(см)

h
(см)

l
(см)

O1D
(см)

28 5.4 π/2 40 90 200 100 120 20 160 -
29* 5.5 π/3 6 60 27,5 18 11,5 11 9,5 9,5
30* 5.6 2π/3 45 120 150 45 120 162 51 120

*Примечание: в вариантах с рис. 5.5, 5.6 из двух возможных положений
механизма выбрать для расчета такое, при котором шарнир D наиболее удален
от ползуна B.

Пример выполнения задания К-5

Дано: схема механизма в заданном положении (рис. 5.7).    ϕ = 30°;    ОА =
30 см ;  АВ = 70 см ;   ВС = 35 см ;   CD = 40 см;   l = 90 см ;  ω0= π/6 с-1 .

Определить:
1. скорости точек А, В, С, D механизма и угловые скорости всех его

звеньев при помощи мгновенных центров скоростей;
2. скорости этих же точек методом проекций на прямую, соединяющую

точки;
3. ускорения точек А, В, C, а также угловое ускорение звена АВ (аналити-

ческим способом).

Решение: Построим механизм в выбранном масштабе  me = 1:10 (рис.5.7).
При исследовании кинематики плоского механизма  будем рассматривать

последовательно движение каждого звена механизма, начиная с ведущего зве-
на, угловая скорость которого задана.

1. Определение скоростей точек и угловых скоростей звеньев механизма
с помощью мгновенных центров скоростей.

а) Звено ОА совершает вращательное движение вокруг неподвижного
центра O. Определим скорость точки А кривошипа, которая одновременно при-
надлежит следующему звену АВ. Величина скорости точки А определяется по
формуле

1630
3

≈⋅=⋅=
π

ω OAV OAA  см/с.

Вектор скорости AV
r

 перпендикулярен прямой OA и направлен в  сторону
вращения кривошипа,  указанную дуговой стрелкой ω0 (рис.5.7).

б) Звено АВ совершает плоскопараллельное (плоское) движение. Выше
найдена скорость точки А этого звена и известна линия действия (направления)
скорости точки В ( BV

r
- вдоль прямой OВ ). Мгновенный центр скоростей звена

АВ (точка СV1) находится на пересечении перпендикуляров, восстановленных в
точках А и В к направлениям их скоростей ( AV

r
 и BV

r
). Точка С принадлежит

звену АВ. Соединим точку С с мгновенным центром
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скоростей СV1. Вектор скорости точки С ( CV
r

) направлен перпендикулярно к
прямой CCV1.

Для звена CD мгновенный центр скоростей определяем аналогично.
Известна линия действия скорости точки С ( CV

r
) и линия действия (направле-

ния) скорости в точке D (по вертикали). Восстанавливаем перпендикуляр в точ-
ке D к вертикали до пересечения с прямой CCV1 в точке CV2. Точка CV2 и есть
мгновенный центр скоростей звена СD.
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−

−

−

−

−

−
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Измеряем расстояния от точек А, В, С и D до соответствующих мгновен-
ных центров скоростей

|АCV1| = 8 см ,   |ВCV1|=6см,   |СCV1| = 6,1 см .
|CCV2| = 3 см .   |DCV2| = 1,4 см .

Учитывая масштаб me, получаем
АCV1 = 80 см ,    ВCV1 = 60 см ,    СCV1 = 61 см ,

СCV2 = 30 см ,    DCV2 = 74 см .
Скорости точек плоской фигуры пропорциональны расстояниям до мгно-

венных центров скоростей. Для звена АВ имеем

111 V

C

V

B

V

A

CC
V

BC
V

AC
V

==    .

Отсюда находим

12
1

1 ==
V

V
AB AC

BCVV    см/с, 2,12
1

1 ==
V

V
AC AC

CCVV  см/с.

Аналогично для звена CD получим

22 V

D

V

C

DC
V

CC
V

=    , 6,5
2

2 ==
V

V
CD CC

DCVV  см/с.

в) Определим величины угловых скоростей звеньев механизма. Скорость
любой точки звена равна произведению угловой скорости этого звена на рас-
стояние от точки до мгновенного центра скоростей

1VABA ACV ⋅= ω   , 1VABB BCV ⋅= ω   , 1VABC CCV ⋅= ω    ,
2VCDC CCV ⋅= ω    , 2VCDD DCV ⋅= ω    .

Отсюда 2,0
80
16

1
===

V

A
AB AC

V
ω  см/с,

41,0
30

2,12
2

≈==
V

C
CD CC

V
ω  см/с.

Из рис.5.7. следует, что вращения звеньев AB и CD вокруг мгновенных
центров скоростей происходят по часовой стрелке.

2. Определение скоростей этих же точек методом проекций на прямую,
соединяющую точки.

Для определения скоростей точек методом проекций вновь строим меха-
низм в заданном масштабе (me = 1:10) (рис.5.8). С помощью теоремы о проек-
циях скоростей двух точек плоской фигуры на прямую, их соединяющую, и
теоремы о геометрическом месте концов векторов скоростей точек прямой, оп-
ределяем скорости точек В, C и D.

На рис.5.8 находим проекцию вектора скорости AV
r

, который построен в
масштабе (mv=1:4), на прямую АВ. Откладываем от точки В отрезок Aa = Bb
вдоль прямой АВ. Восстанавливаем в точке b перпендикуляр к прямой АВ до
пересечения с прямой OВ, по которой направлен вектор скорости в точке В
( BV

r
). Соединяем концы векторов скоростей точек А и B прямой A1B1. От точки

C вдоль прямой АВ откладываем отрезок Cc = Aa и восстанавливаем из точки с
перпендикуляр до пересечения с прямой A1B1 в точке С1 . Отрезок СC1 опреде-
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ляет вектор скорости CV
r

 в точке С.
Скорость точки D определяем аналогично. Находим проекцию скорости

CV
r

 на прямую СD. Откладываем от точки D отрезок Dd = Cc2. Восстанавливаем
перпендикуляр из точки d до пересечения в точке D1 с вертикалью, по которой
направлен вектор скорости в точке D ( DV

r
). Отрезок DD1 изображает вектор

скорости DV
r

.
Измеряя длины отрезков ВВ1, СC1, и DD1, и учитывая масштаб скорости

mv , найдем величины скоростей в точках В, С и D
VB = 12 см/с ,  VC = 12,2 см/с , VD = 5,6 см/с .

3. Определение ускорений точек А, В и С, а также углового ускорения εAB
звена АВ.

Так как кривошип OA вращается равномерно, ускорение точки A направ-
лено к центру О и равно

215,82 =⋅= OAa OAA ω    см/с2  .
Для определения ускорения точки В звена AВ воспользуемся теоремой об

ускорениях точек плоской фигуры. Считая точку A полюсом, запишем
τ
BA

n
BAAB aaaa rrrr

++=   . (1)
Нормальное ускорение точки В во вращательном движении вокруг полю-

са A направлено от точки В к точке A вдоль AВ и равно
8,22 =⋅= ABa AB

n
BA ω    см/с2  .

Что касается ускорений Bar  точки В и τ
BAar  , то известны только линии

действия этих векторов: Bar  - по прямой OВ вдоль направляющих ползуна, τ
BAar  -

перпендикулярно AВ. Зададимся произвольно их направлениями по указанным
линиям (рис.5.7). Эти ускорения определим из уравнений проекций векторного
равенства (1) на оси координат. Знак в ответе показывает, соответствует ли ис-
тинное направление вектора расчетному. Выбрав направления осей x и y как
показано на рис.5.7, получим

.sinsin

,coscos
ταβ

αβ

BAAB

n
BAAB

aaa

aaa

+⋅=⋅

+⋅=⋅
(2)

Углы α и β измеряем на рис.5.7 с помощью транспортира. Из уравнений
(2) получим

     9
cos

cos
=

+⋅
=

β
α n

BAA
B

aaa    см/с2 ,

15,4sinsin −=⋅−⋅= αβτ
ABBA aaa  см/с2  . (3)

Поскольку τ
BAa   отрицательно, следовательно, направление вектора τ

BAar

противоположно выбранному на рис.5.7.
Угловое ускорение шатуна  АВ с учетом того, что здесь τ

BAa  - алгебраиче-
ская величина, определяется по формуле
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06,0==
AB

aBA
AB

τ

ε    c-1 . (4)

Направление ускорения τ
BAar  относительно полюса А определяет направ-

ление углового ускорения εAB, которое показано на рис 5.7 дуговой стрелкой.
Для определения ускорения точки С примем за полюс точку А и в соот-

ветствии с теоремой об ускорениях точек плоской фигуры запишем равенство
τ
CA

n
CAAC aaaa rrrr

++=    . (5)
Направление вектора ускорения Car  точки С заранее неизвестно.
Нормальное и тангенциальное ускорения точки С во вращательном дви-

жении вокруг полюса А
4,12 =⋅= ACa AB

n
CA ω    см/с2  ,

1,2=⋅= ACa ABCA ετ   см/с2  .
Вектор τ

CAar   перпендикулярен вектору  n
CAar  и направлен соответственно

угловому ускорению εAB .
Ускорение точки С находим способом проекций

5,7cos =+⋅= n
CAACx aaa α  см/с2  ,

39,3sin =−⋅= τα CAACy aaa  см/с2  .
Найдем величину вектора ускорения точки C по формуле

22,822 =+= CyCxC aaa  см/с2   .
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ЗАДАНИЕ  Д-1

Интегрирование дифференциальных уравнений движения
материальной точки

Материальная точка M массой m, получив в точке А начальную скорость
V0, движется в изогнутой трубе АВС (рис. 1.1, 1.2), расположенной в вертикаль-
ной плоскости. Участки  трубы или оба наклонные, или один горизонтальный, а
другой наклонный. Угол наклона трубы  α=30° .

На участке АВ на материальную точку действует сила тяжести P
r

, посто-
янная сила Q

r
 (ее направление указано на рисунках) и сила сопротивления сре-

ды R
r

, зависящая от скорости V
r

 груза (направлена сила против движения).
Трением груза о трубу на участке АВ пренебрегаем.

В точке В материальная точка, не изменяя величины своей скорости, пе-
реходит на участок ВС трубы, где на нее действует сила тяжести P

r
, сила тре-

ния (коэффициент трения груза о трубу  f=0,2) и переменная сила  F
r

, проекция
которой FX на ось x приведена в таблице Д-1.

Известно расстояние AB=l или время t1 движения от точки А до точки В.
Требуется найти закон движения материальной точки на участке  BC :  x=f(t).

Указание. Решение задачи разбивается на две части. Сначала составля-
ем и интегрируем методом разделения переменных дифференциальное уравне-
ние движения материальной точки на участке АВ, учитывая начальные условия.
В случае, когда задана длина отрезка АВ, целесообразно перейти от интегриро-
вания по t к интегрированию по переменной z с помощью формулы:

dz
dVV

dz
dz

dt
dV

dt
dV Z

Z
ZZ =⋅=    .

Зная время движения на участке АВ или длину этого участка, определяем ско-
рость материальной точки в конце участка, в точке В. Эта скорость принимает-
ся за начальную при исследовании движения материальной точки на участке
ВС. После этого составляем и интегрируем дифференциальное уравнение дви-
жения материальной точки на участке ВС.

Пример выполнения задания Д-1

На вертикальном участке АВ трубы (рис.1.3) на точку массой m=1 кг
действует сила тяжести и сила сопротивления  R=µV2. Скорость материальной
точки М в начальный момент времени  t=0  в точке А равна нулю. Длина участ-
ка АВ=2 (м). На наклонном участке ВС трубы (α=30º) на материальную точку
действует сила тяжести, сила трения (коэффициент трения  f=0,2) и переменная
сила FX=16sin(3t) . Требуется определить закон движения материальной точки
на участке ВС.
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Таблица Д-1
№  ва-
рианта

Рис. m
(кг)

V0 ,
м/с

Q ,
Н

R ,
Н

µ l ,
м

t1 ,
с

FX ,
Н

1 1 4,5 18 9 µV 0,45 - 5 3sin2t
2 2 3 32 4 µV2 0,8 2,5 - -8cos4t
3 3 2 2 2 µV 0,4 - 2,5 2sin4t
4 4 6 14 18 µV2 0,6 5 - -3cos2t
5 5 1,6 18 4 µV 0,4 - 2 4cos4t
6 6 1,2 22 2 µV2 0,8 0,5 - 6t
7 7 2 5 2 µV 0,4 - 2,5 2sin4t
8 8 2,4 12 6 µV2 0,48 1,5 - 6t
9 9 1,8 15 6 µV 0,3 - 3 9t²

10 10 4 12 12 µV2 0,8 2,5 - -8cos4t
11 11 2 20 6 µV 0,4 - 2,5 2sin4t
12 12 4,8 5 12 µV2 0,24 5 - -6sin2t
13 13 1,2 24 2 µV 0,4 - 1 4cos4t
14 14 2,4 12 6 µV2 0,8 0,5 - 6t
15 15 4 10 6 µV 0,8 - 5 3sin2t
16 16 2,4 12 2 µV2 0,48 1,5 - 6t
17 1 6 2,5 18 µV2 0,6 5 - -3cos2t
18 2 2 26 3 µV 0,6 - 5 2cos2t
19 3 4 2 4 µV2 0,2 5 - -6sin4t
20 4 1,6 18 4 µV 0,4 - 2 4cos4t
21 5 6 14 18 µV2 0,6 5 - -3cos2t
22 6 2,1 28 3 µV 0,5 - 3 8sin2t
23 7 2,4 1,2 2 µV2 0,8 1,5 - 6t
24 8 2 20 6 µV 0,4 - 2,5 2sin4t
25 9 8 10 16 µV2 0,8 15 - -6cos2t
26 10 1,8 15 6 µV 0,3 - 2 9t²
27 11 2,5 1,5 8 µV2 0,75 2,5 - 3sin2t
28 12 3 2,2 9 µV 0,6 - 2,5 2cos2t
29 13 2 28 5 µV2 0,6 0,5 - -3cos2t
30 14 4,5 18 9 µV 0,5 - 3 8sin2t

Решение

Рассмотрим движение материальной точки на участке AB. Изобразим на
чертеже материальную точку М в произвольном положении. На точку действу-
ют силы P

r
 и R

r
. Введем ось z в направлении от точки А к точке В. Составим

дифференциальное уравнение движения точки в проекции на ось z
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∑= KZ
Z F

dt
dVm или ZZ

Z RP
dt

dVm += .

Учитывая, что  PZ = mg ,   RZ = -µV2 ,   VZ=V ,  получим

2Vmg
dt
dVm µ−= , или  2V

m
g

dt
dV µ

−= .     (1)

Введем обозначение 5,0
1
5,0

===
m

b µ (1/м).

Тогда (1) запишется так

2bVg
dt
dV

−= . (2)

Так как в условии задачи задана длина участка АВ, то целесообразно при интег-
рировании перейти от переменной t к переменной z в уравнении (2). Домножим
на dz правую и левую части уравнения (2), получим

( )dzbVg
dt
dVdz 2−=    , т. к. V

dt
dz

=    ,  то имеем

( )dzbVgVdV 2−=    . (3)

Разделим переменные в уравнении (3) и вычислим интегралы от обеих частей
равенства

dz
bVg

VdV
=

− 2 , ( ) 1
2ln

2
1 CzbVg
b

+=−−   . (4)

Из начальных условий   V0 = 0 ,   z0 = 0  следует, что

g
b

C ln
2
1

1 −=    . (5)

Подставим (5) в (4), получим

z
g
bVg

b
=

−
−

2

ln
2
1 или bze

g
bVg 2

2
−=

−    .

Так как длина участка трубы  АВ = 2 (м), то скорость в конце участка в точке В
будет равна

α

x

M

M

A
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N

P

P
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F

FTP

z

y

Рис. 1.3
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





 −=

−
=

−
=

⋅⋅−−

2

25,022
2 1120

5,0
1101

e
e

b
egV

bz

B    ,

VB = 4,15   м/с   . (6)

Рассмотрим движение материальной точки на участке ВС. Изобразим в
произвольном положении точку и действующие на нее силы  P=mg, N, FТР и F.
Введем оси координат x и y и составим дифференциальное уравнение движения
точки в проекции на оси x и y

XTP
X FFmg

dt

dV
m +−= αsin    , (7)

αcos0 mgN −=    . (8)
Найдем силу N из уравнения (8)

αcosmgN =    .

Из этого равенства и закона Кулона FTP=fN определим силу трения

αcosfmgFTP =    .

Подставим значения сил трения и  FX  в уравнение (7)

( ) ( )tfmg
dt

dVm X 3sin16cossin +−= αα    . (9)

Разделим обе части уравнения (9) на m и подставим численные значения пара-
метров

( ) ( ) 2,330cos2,030sin8,9cossin =−=− ooαα fg    .

Имеем  ( )t
dt

dVX 3sin162,3 +=   . (10)

Умножая обе части уравнения (10) на  dt  и интегрируя, получим

( ) 23cos
3

162,3 CttVX +−=   . (11)

Из начального условия   V(0) = VB   и (6) получим

48,90cos
3

1615,42 =+=C    .
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Подставим значение C2  в (11)

48,93cos
3

162,3 +−== tt
dt
dxVX    .

Умножаем обе части уравнения на dt и интегрируем по t

3
2 48,93sin

9
166,1 Ctttx ++−=    . (12)

Из начального условия x(0)=0, получим  C3=0 . Поставляем значение C3  в (12)
и находим закон движения точки на участке ВС

tttx 48,93sin
9

166,1 2 +−=   .
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ЗАДАНИЕ Д-3

Теорема об изменении кинетического момента
механической системы

На звено 1 механизма, угловая скорость которого равна ω10, с некоторого
момента времени (t=0) начинает действовать пара сил с   моментом M (движу-
щий момент) или движущая сила Р.

Массы звеньев 1 и 2 механизма равны соответственно m1 и m2 , а масса
поднимаемого груза 3 - m3. Момент сил сопротивления вращению ведомого
звена 2 равен МC. Радиусы больших и малых окружностей звеньев 1 и 2:  R1, r1,
R2, r2 .

Схемы механизмов показаны на рис. 3.1-3.3, а необходимые для решения
данные приведены в табл. 3.1.

Найти уравнение вращательного движения звена механизма, указанного в
последней графе табл. 3.1. Определить также натяжение нитей в заданный мо-
мент времени, а в вариантах, где имеется соприкасание звеньев 1 и 2, найти ок-
ружное усилие в точке их касания. Звенья 1 и 2, для которых радиусы инерции
ρ1 и ρ2 в табл. 3.1 не заданы, считать сплошными однородными дисками.

Пример выполнения задания Д-3

Дано: m1=100 кг; m2=150 кг; m3=400 кг; М=4200+200t Нм;       MC=2000
Нм=const;  R1=60 см;  R2= 40 см;   r2= 20 см;  ρ1= 20 2  см ; ρ2= 30 см;   ω10=2
сек-1.

Найти уравнение ϕ2=f(t) вращательного движения звена 2 механизма, а
также окружное усилие S в точке касания звеньев 1 и 2 и натяжение нити Т в
момент времени t1= 1 сек (рис. 3.4.а) .

Решение

К звену 1 механизма приложены (рис. 3.4.б) сила тяжести 
r

G1 , движущий
момент М, составляющие реакции подшипника 

r
YA , 

r
Z A ,  окружное усилие 

r
S1  и

нормальная реакция 
r
N1  звена 2.

К звену 2 механизма приложены сила тяжести 
r

G2 , момент сил сопротив-
ления МC, составляющие реакции подшипника 

r
YB , 

r
ZB  , натяжение нити 

r
T  , к

которой подвешен груз 3, окружное усилие 
r
S2  и нормальная реакция 

r
N 2  звена

1.
К грузу 3 приложены сила тяжести 

r
G3  и натяжение нити 

r
T ' .
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Рис. 3.1
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Рис. 3.2
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Рис. 3.3
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Таблица Д-3
№
Вари-
анта

m1,
кг

m2,
кг

m3,
кг

R1,
см

r1,
см

R2,
см

r2,
см

ρ1,
см

ρ2,
см

M,
Нм

P,
Н

MC,
Нм

ω10,
c-1

t,
c

Най-
ти

1 100 300 500 20 - 60 40 - 60 2100+20t - 1000 2 2 ϕ1
2 300 80 500 70 50 20 - 60 - - 10200+100t2 600 1 0,5 ϕ2

3 200 100 400 60 - 30 20 60 20 2 6100+20et - 800 0,5 2,5 ϕ1

4 100 250 300 20 - 50 30 - 40 1000+40t2 - 1400 1,5 2 ϕ1
5 150 300 600 30 - 50 20 - 30 - 5500+200t 1500 2 1 ϕ2
6 400 250 600 70 - 30 20 70 20 2 4800+10e2t - 800 3 4 ϕ1

7 300 200 400 60 40 30 20 50 20 - 3000+100t2 500 0 3 ϕ2
8 300 250 700 50 30 40 20 40 30 - 9700+50t3 500 1 2 ϕ1

9 200 100 500 80 60 20 - 50 2 - 5900+30t - 600 2 3 ϕ2

10 250 100 400 40 20 30 - 30 - 2500+50et - 1200 0 1,5 ϕ2

11 150 300 700 40 30 60 30 30 40 - 3900+50t2 1000 1 2 ϕ1
12 100 200 600 30 20 60 - 20 2 60 - 5700+50t 1500 2 2 ϕ1

13 180 100 300 50 40 30 20 30 2 20 - 2700+200t3 400 0,5 1 ϕ2

14 150 80 400 40 20 30 - 30 - 1800+20t - 700 1,5 2,5 ϕ1
15 300 180 500 20 10 50 - 10 2 50 700+40t2 - 300 0 1,5 ϕ1
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Продолжение таблицы Д-3
№
Вари-
анта

m1,
кг

m2,
кг

m3,
кг

R1,
см

r1,
см

R2,
см

r2,
см

ρ1,
см

ρ2,
см

M,
Нм

P,
Н

MC,
Нм

ω10,
c-1

t,
c

Най-
ти

16 300 250 400 60 40 50 30 50 40 - 7300+100t 1200 1 2 ϕ1
17 250 100 800 50 30 20 - 40 - 5400+50t2 - 900 2 2 ϕ1

18 200 100 600 20 - 50 - - 50 1900+20e2t - 1500 0,5 1 ϕ2

19 250 150 400 50 30 30 20 40 20 2 - 14200+200t2 500 0,5 2 ϕ1

20 400 100 800 50 20 30 - 40 - 3700+50et - 1200 2 1 ϕ2
21 200 150 300 50 40 30 20 30 2 20 - 3800+100t 800 1 1,5 ϕ2

22 250 100 800 60 20 10 - 50 - - 9700+200t3 700 2 0,5 ϕ1
23 200 80 400 40 20 30 - 30 - 2300+20t - 900 0,5 1 ϕ2
24 100 200 500 30 - 40 20 - 30 - 12600+100t2 500 1,5 1 ϕ1

25 150 80 400 60 - 20 - 60 - 4900+40e3t - 800 0 1,5 ϕ2

26 250 200 500 50 20 40 30 40 30 - 3500+150t 600 2 2 ϕ1
27 250 150 500 50 30 40 30 30 2 30 - 15200+100t3 700 1,5 1 ϕ1

28 60 200 900 20 - 60 10 - 50 900+10t2 - 1500 0 2 ϕ2
29 50 200 500 20 - 40 30 - 25 2 2100+20et - 1000 2 0,5 ϕ1

30 300 60 600 50 30 20 - 40 - - 7200+50t 700 1,5 1 ϕ2
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Рис. 3.4

Очевидно:  
r r
S S2 1= −  , 

r r
N N1 2= −  , 

r r
T T'= −  .

Составим дифференциальное уравнение вращения звена 1 вокруг непод-
вижной оси x1:

                                             I M e
1 1 1&&ϕ =    .

Главный момент M e
1  внешних сил, приложенных к звену 1 (рис. 3.4,б), относи-

тельно оси x1

                                        M M S Re
1 1 1= −   .

Момент М задает направление ω1, приводит в движение систему и поэтому
принят положительным, а момент, создаваемый усилием 

r
S1 , направлен проти-

воположно ω1, препятствует вращению звена 1 и, следовательно, отрицателен.
Дифференциальное уравнение вращательного движения звена 1 примет вид

                                          I M S R1 1 1 1&&ϕ = −    .                                         (1)

Выразим угловое ускорение &&ϕ1  звена 1 через угловое ускорение &&ϕ2  звена 2.
Так как

           
&&

&&

ϕ
ϕ

1

2

2

1
=

R
R

    , то && &&ϕ ϕ1 2
2

1
=

R
R

   .

Тогда уравнение (1) принимает следующий вид:
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                                             I R
R

M S R1 2
2

1
1 1&&ϕ = −   .

(2)

Для составления дифференциального уравнения вращения вокруг оси x2
звена 2, к которому подвешен груз 3, применим теорему об изменении кинети-
ческого момента:

                                              dK
dt

M e2
2=   .                                        (3)

Кинетический момент системы 2-3 относительно оси x2

                                            K I m Vr2 2 2 3 2= +ω   ,

где I2 2ω  -  кинетический момент звена 2, вращающегося с угловой  
скоростью ω2 вокруг неподвижной оси x2;
       m Vr3 2- момент количества движения груза 3, движущегося поступательно
со скоростью V.
Так как  V r= ω2 2  ,  то

                                         ( )K I m r Inp2 2 3 2
2

2 22
= + =ω ϕ&    ,

где I I m rnp2 2 3 2
2= +  - приведенный к оси x2 момент инерции системы 2-3.

Главный момент M e
2  внешних сил, приложенных к системе 2-3 (рис.3.4), отно-

сительно оси x2

                                            M S R G R Me
C2 2 2 3 2= − −    .

Момент, создаваемый усилием 
r
S2 , задает направление ω2, приводит в движение

систему 2-3 и поэтому принят положительным, а момент силы тяжести грузаr
G3  и момент сил сопротивления 

r
MC  направлены противоположно ω2, препят-

ствуют движению системы и, следовательно, отрицательны.
Таким образом, из уравнения (3)

                                ( )d
dt

I S R G r Mnp C2 2 2 2 3 2&ϕ = − −    .

и получаем следующее дифференциальное уравнение вращения звена 2:

                         I S R G r Mnp C2 2 2 2 3 2&&ϕ = − −   .                                (4)
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В полученной системе уравнений (2) и (4) неизвестны усилия S1=S2=S и
угловое ускорение &&ϕ2 . Для исключения S первое из уравнений этой системы
домножим на R2 , второе на R1 и сложим их. Тогда получим

                ( )I
R
R

I R MR G r M Rnp C1
2
2

1
1 2 2 3 2 12

+








 = − +&&ϕ    ,

или

                      
( )

&&ϕ2
1 2 3 2 1

2

1 2
2

1
2

2

=
− +

+
MR R G r M R

I R I R
C

np
    .                              (5)

Выражение (5) определяет в общем виде угловое ускорение звена 2 механизма.
Учитывая исходные данные, найдем:

( ) 822,0100 22
111 === ρmI    кг⋅м2  ,

I I m r m m rnp2 2 3 2
2

2 2
2

3 2
2 2 2150 0 3 400 0 2 29 5= + = + = ⋅ + ⋅ =ρ , , ,    кг⋅м2 .

Подставляем числовые данные в (5)

( ) ( )
&&

, , , , ,
, , ,

ϕ2

2

2 2

4200 200 0 6 0 4 400 9 81 0 2 2000 0 6
8 0 4 29 5 0 6

=
+ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ + ⋅
=

t

                                                                     = +4 034 0 4597, ,t    (сек-2).

Интегрируем это уравнение дважды:

                                        & , ,ϕ2
2

12 017 0 4597= + +t t C   ;

                                        ϕ2
3 2

1 20 672 0 230= + + +, ,t t C t C   .

Для определения постоянных интегрирования используем начальные условия
задачи:

при      t=0       ϕ2=0  , ( ) ( ) ( )&ϕ ω ω2 2 1
1

2
0 0 0 2 60

40
3= = ⋅ = ⋅ =

R
R

    сек-1.

Следовательно,
                  ( )&ϕ2 10 = C             ,             ( ) 22 0 C=ϕ      ,

т. е.
                   C1 3=    сек-1    ;                 C2 0=   .

Уравнение угловой скорости звена 2 имеет вид
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                        & , ,ϕ2
22 017 0 4597 3= + +t t      (сек-1).

Искомое уравнение вращательного движения звена 2 имеет вид:

                        ϕ2
3 20 672 0 230 3= + +, ,t t t     (рад).

Окружное усилие S можно определить из уравнения (4):

                                     S S
I G r M

R
np C= =

+ +
2

2 3 2

2

2
&&ϕ

  .

При    t1=1   сек

      ( ) 7295
4,0

20002,081,94004597,01034,45,29
=

+⋅⋅++⋅
=S    Н.

Рис. 3.5

Для определения натяжения нити T составим дифференциальное уравне-
ние вращения звена 2 (рис. 3.5) в следующем виде:

                                  I S R Tr MC2 2 2 2 2&&ϕ = − −   ,
из которого

                                   T S R M I
r

C=
− −2 2 2 2

2

&&ϕ     .

При   t1=1   сек
( ) 4285

2,0
4597,010334,45,1320004,07295

=
+⋅−−⋅

=T     Н .
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ЗАДАНИЕ Д-4

Плоскопараллельное движение твердого тела

Барабан радиуса R весом P имеет проточку (как у катушки) радиуса
r=0,5R (рис.4.1, табл. Д-4). К концам намотанных на барабан нитей приложены
постоянные силы 1F

r
 и 2F

r
 , направления которых определяются углом β. Кроме

сил на барабане действует пара с моментом M. При движении, начинающимся
из состояния покоя, барабан катится без скольжения по шероховатой наклон-
ной плоскости с углом наклона α так, как показано на рисунках.

Пренебрегая сопротивлением качению, определить закон движения цен-
тра масс барабана, т.е.  xC=f(t) , и наименьшее значение коэффициента трения
fmin о плоскость, при котором возможно качение без скольжения. Барабан рас-
сматривать как сплошной однородный цилиндр радиуса R.

Указания. При решении задачи Д-4 следует использовать дифференци-
альные уравнения плоскопараллельного движения твердого тела. При состав-
лении уравнений следует, во избежании ошибок в знаках, направить коорди-
натную ось x в ту сторону, куда предполагается направление движения центра
масс барабана (точка С), и считать положительными моменты, направленные в
сторону вращения барабана. Если фактически направление движения центра С
является другим, то в результате получится  aC<0 и найденная величина будет
верной. Силу трения, когда не ясно, куда она направлена, можно направлять в
любую сторону.

Определяя наименьшее значение коэффициента трения, при котором
возможно качение без скольжения, следует учесть, что сила трения не может

быть больше предельной, т.е. что fNFTP ≤  , откуда 
N

F
f TP≥ . Следовательно

N
F

f TP=min  .  Очень существенно, что во все эти выражения входят модули сил

(мы не пишем N , так как в данной задаче не может быть N<0). Если при рас-
четах получится FTP<0, то это означает лишь, что фактически сила FTP  направ-
лена в другую сторону.

Пример выполнения задания Д-4

Барабан (сплошной однородный цилиндр) радиусом R и весом P начина-
ет катиться без скольжения из состояния покоя по наклонной плоскости с уг-
лом α. На барабан действует сила  и пара сил с моментом M (рис.4.2).

Дано:  P ,   F = 0,8 P  ,   M = 1,1 PR  ,   α = 30° ,   β = 30° .
Определить: 1)  xC=f(t)  - закон движения центра масс барабана; 2) fmin  -

наименьший коэффициент трения, при котором возможно качение без сколь-
жения.
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Таблица Д-4
№

варианта
№

рисунка
α, ° β, ° F1 F2 M

1 1 30 60 0 0,4P 0
2 2 30 30 0,2P 0 0
3 3 0 30 0 0,2P 0,1PR
4 4 30 - 0 0 0,4PR
5 5 30 90 0,1P 0 0,2PR
6 6 0 60 0,3P 0,1P 0
7 7 30 0 0 0,3P 0,2PR
8 8 0 60 0,2P 0 0,3PR
9 9 30 90 0 0,2P 0,4PR
10 10 30 60 0,1P 0 0,3PR
11 1 30 60 0,4P 0 0
12 2 0 30 0 0,2P 0,3PR
13 3 30 30 0,2P 0,3P 0
14 4 0 60 0,1P 0 0,1PR
15 5 30 30 0 0,2P 0,4PR
16 6 0 90 0,1P 0 0,3PR
17 7 30 60 0,2P 0 0,4PR
18 8 30 30 0 0,1P 0,3PR
19 9 0 90 0,4P 0 0,1PR
20 10 30 60 0 0,3P 0,4PR
21 1 30 60 0,1P 0,2P 0
22 2 0 30 0 0,3P 0,5PR
23 3 30 90 0,1P 0 0,2PR
24 4 30 60 0 0,4P 0,1PR
25 5 30 30 0,2P 0 0,2PR
26 6 0 60 0,1P 0,2P 0
27 7 30 90 0,3P 0 0,1PR
28 8 30 60 0 0,1P 0,4PR
29 9 0 30 0,2P 0 0,1PR
30 10 30 90 0 0,4P 0,2PR

Решение

Барабан совершает плоскопараллельное движение под действием сил:
P
r

, F
r

, N
r

 и TPF
r

  и момента М. Так как направление силы трения TPF
r

 нам зара-
нее неизвестно, выбираем его произвольно. Выбираем оси Ox, Oy и составляем
дифференциальные уравнения плоскопараллельного движения

∑= kxC Fxm &&    , TPC FPFxm ++= αβ sincos&&   ; (1)
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∑= kyC Fym &&    , βα sincos FPNym C −−=&&    ; (2)

( )∑= kCzCz FMI
r

&&ϕ   , MRFFRmR
TP −−=ε

2

2

  . (3)

За положительное направление для момен-
тов принято направление угловой скорости
ω, т.е. в ту сторону, куда будет вращаться
барабан при движении центра от оси Оy.

В систему уравнений (1), (2), (3)
входят пять неизвестных ( Cx&& , Cy&& , ε, FTP, N) .
Но так как   yC=const=R , то  0=Cy&&  , следо-
вательно осталось четыре неизвестных ( Cx&& ,
ε, FTP , N ). Для решения задачи необходимо
воспользоваться соотношением из кинема-
тики. Так как точка В является  мгновенным

центром скоростей, то
RxV CC ω== &   , RRxa CC εω === &&&   . (4)

1) Определение ( )tfxC =&& .
Чтобы определить ( )tfxC =&& , исключим ε из уравнения (3), подставив в него (4)

R
MFFxm TPC −−=&&

2
1    . (5)

Далее из (1) и (5) исключим неизвестную силу FTP , для этого сложим отдельно
левые и правые  части уравнений

( )
R
MPFxm C −++= αβ sincos1

2
3

&&    ,

( ) PPPxm C 1,130sin30cos18,0
2
3

−++= oo&&    ,

Pxm C 89,0
2
3

=&&    .

Отсюда, так как  P=mg  получим для определения  xC=f(t)  следующее диффе-
ренциальное уравнение

gxC 6,0=&&    . (6)

Интегрируя уравнение (6), получим

α

ω

β

FTP

N

P V0 F

M

O

C

B
x

y

R

Рис. 4.2
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16,0 CgtxC +=&    , 21
23,0 CtCgtxC ++=    . (7)

На основании начальных условий    ( ) 00 =Cx&    ,   xC(0)=0  и уравнений (7) имеем
C1=0 ,   C2=0 .
Таким образом получим закон движения центра масс

23,0 gtxC =    . (8)

2) Определение   fmin .
Для определения  f  исходим из того, что при качении без скольжения

сила трения должна удовлетворять неравенству

fNFTP ≤    . (9)

В (9) входят модули сил. Величину  N  находим из (2), учитывая, что  0=Cy&&  .
Получим

PPPFPN 27,130sin8,030cossincos =+=+= ooβα   . (10)

Значение  FTP  можно найти из (5) , подставив в него  Cx&&   из (6).
Получим

R
MFFmg TP −−=3,0   , т. к. mg = P ,   то

PPPPP
R
MFFTP 6,03,01,18,03,0 −=−−=−−=    . (11)

Знак указывает, что сила TPF
r

 имеет направление, противоположное указанному
на рисунке.

Подставляя значения  FTP  и  N  из равенств (10) и (11) в неравенство (9),
получим    PfP 27,16,0 ≤   ,    откуда  47,0≥f  .

Следовательно наименьшим коэффициентом  трения, при котором воз-
можно качение барабана без скольжения, будет   47,0min =f  .
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ЗАДАНИЕ Д-5

Теорема об изменении кинетической энергии механической системы

Механическая система под действием сил тяжести приходит в движение
из состояния покоя. Учитывается трение скольжения тела А и сопротивление
качению тела D, катящегося без  скольжения. Другими силами сопротивления и
массами нерастяжимых нитей пренебрегаем. Требуется определить скорость и
ускорение тела А в тот момент, когда оно пройдет путь SA=S 1.

В задаче обозначено:
mA , mB , mD , mE - массы тел  A, B, D, E;
RB , rB , RD , rD , RE , rE - радиусы больших и малых окружностей тел B, D, E;
ρB , ρD , ρE - радиусы инерции тел В, D, Е относительно горизонтальных осей,
проходящих через их центры тяжести;
α - угол наклона плоскости к горизонту;
f - коэффициент трения скольжения тела А;
k - коэффициент трения качения тела D.

Блоки и катки, для которых радиусы инерции в таблице не указаны, счи-
тать сплошными однородными цилиндрами. Наклонные участки нитей парал-
лельны соответствующим наклонным плоскостям.

Считать величину  m  равной 10 кг,  g=10 м/с2.

Указания:
1. Выбрать направления SA и VA и определить скорости и перемещения

всех тел системы в зависимости от  VA и  SA .
2. Вычислить кинетическую энергию системы.
3. Вычислить сумму работ всех внешних сил, действующих на систему.

Если сумма работ отрицательна, сменить направления SA и VA и вернуться к
пункту 1. Если опять сумма работ получится отрицательной, то система под
действием сил тяжести не приходит в движение из состояния покоя и VA=0,
aA=0. Следует отметить, что при смене направлений SA и VA в силовой схеме не-
обходимо изменить только направления сил сопротивления.

4. Записать теорему об изменении кинетической энергии системы.
5. Из полученного соотношения определить скорость тела А (а также ус-

корение тела А в вариантах, перечисленных выше).

                                                          
1 Примечание. Допускается (в качестве дополнительной расчетно-графической работы) решение данной задачи
с использованием общего уравнения динамики. В этом случае последнюю фразу условия следует читать так:
«Требуется определить ускорение тела А с помощью общего уравнения динамики».
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Таблица Д-5
№ ва-
рианта

№ ри-
сунка

mA,
кг

mB,
кг

mE,
кг

mD,
кг

RB,
м

rB,
м

ρB,
м

RE,
м

rE,
м

ρE,
м

RD,
м

rD,
м

ρD,
м

α, ° f k,
см

S,
м

1 1 5m 4m 2m m 0,5 0,2 0,3 - - - - - - 60 0,1 - 1
2 2 6m 5m 4m 2m - - - 0,6 0,3 0,4 - 0,5 - 45 - 0,2 2
3 3 4m m 2m m 0,7 0,3 0,4 - - - 0,6 0,2 0,3 15 - 0,1 1,5
4 4 8m 6m 3m 2m 0,6 0,2 0,3 - - - 0,5 0,1 0,2 30 0,2 - 3
5 5 7m 5m 4m m - - - 0,7 0,4 0,5 0,6 0,3 0,4 50 - 0,3 4,5
6 6 9m 8m 3m 3m 0,8 0,5 0,7 - - - 0,9 0,3 0,5 20 - 0,4 1,5
7 7 6m 2m 3m 2m 0,4 0,1 0,2 - - - - - - 60 0,15 - 2,5
8 8 4m 2m m 2m - - - 0,5 0,2 0,3 - 0,4 - 15 - 0,1 4
9 9 7m 5m 3m 3m 0,6 0,3 0,4 - - - 0,8 0,5 0,7 20 - 0,4 2

10 10 5m 4m 2m m 0,9 0,3 0,5 - - - 0,7 0,3 0,4 50 0,25 - 1
11 11 8m 5m 3m 2m - - - 0,5 0,1 0,2 0,8 0,4 0,5 30 - 0,3 3,5
12 12 9m 7m 5m 4m 0,8 0,5 0,7 - - - 0,4 0,1 0,2 70 0,1 - 2
13 13 6m 3m 2m m - - - 0,5 0,2 0,3 0,6 0,3 0,4 15 - 0,2 4,5
14 14 7m 5m 4m 2m 0,7 0,3 0,4 - - - - 0,6 - 20 - 0,1 3
15 15 4m 3m 2m m 0,6 0,2 0,3 - - - 0,5 0,1 0,2 60 0,2 - 1,5
16 16 5m 4m 2m m - - - 0,6 0,3 0,4 0,7 0,4 0,5 30 - 0,3 1
17 17 6m 5m 4m 2m 0,5 0,2 0,3 - - - - 0,4 - 20 - 0,1 2
18 18 4m m 2m m 0,8 0,5 0,7 - - - 0,4 0,1 0,2 65 0,15 - 1,5
19 19 8m 6m 3m 2m - - - 0,9 0,3 0,5 0,6 0,3 0,4 15 - 0,2 3
20 20 7m 5m 4m m 0,5 0,1 0,3 - - - 0,6 0,3 0,4 45 - 4,5
21 21 9m 8m 3m 3m 0,6 0,2 0,3 - - - 0,7 0,3 0,4 30 - 0,3 1,4
22 22 6m 2m 3m 2m 0,9 0,3 0,5 - - - 0,5 0,2 0,3 60 0,25 - 2,5
23 23 4m 2m m 2m - - - 0,4 0,1 0,2 0,5 0,1 0,2 20 - 0,1 4
24 24 7m 5m 3m 3m 0,7 0,3 0,4 - - - 0,9 0,3 0,5 15 - 0,3 2
25 25 5m 4m 2m m 0,5 0,1 0,2 - - - - - - 75 0,1 - 1
26 26 8m 5m 3m 2m - - - 0,6 0,3 0,4 - 0,5 - 25 - 0,2 3,5
27 27 9m 7m 5m 4m 0,7 0,4 0,5 - - - 0,8 0,5 0,7 30 - 0,3 2
28 28 6m 3m 2m m 0,4 0,1 0,2 - - - 0,6 0,2 0,3 70 0,2 - 4,5
29 29 7m 5m 4m 2m - - - 0,8 0,5 0,7 - 0.6 - 20 - 0,1 3
30 30 4m 3m 2m m - - - 0,5 0,2 0,3 0,7 0,3 0,4 60 0,15 - 1,5



Пример выполнения задания Д-5

Дано: m=10 (кг), mA=3m, mB =0,5m, mD=4m,  mE =0,5m,  RB =20 (см), rB=0,5RB ,
RD=10 (см), RE =20 (см), rE = 0,5RE , ρB =20(см), ρE =10 (см), α=30°, k=0,25 (см),

S=1(м), блок D – сплошной цилиндр.

Решение

По условию задачи в начальный момент времени t0=0 система находи-
лась в покое, поэтому Т0=0. Предположим, что к моменту времени t тело А
прошло путь SA и приобрело скорость VA .

Изобразим силовую схему варианта задачи (рис.5.4).

1. Вычислим, в зависимости от VA , угловые скорости тел В, Е, D и ско-
рость  VD  центра масс тела D.
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2. Вычислим в зависимости от SA смещения тел В, Е, D.
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Рис. 5.4
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3. Вычислим кинетическую энергию системы для момента времени t

 DEBA TTTTT +++=   ,

2

2
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A
VmT =   , 2

22

22 B
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B r

VIIT ==
ω   ,

222
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где 75
222

2 =







+






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A RRr
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r
ImA   (кг).

4. Подсчитаем сумму работ всех внешних сил, действующих на систему.
Работу совершают только силы тяжести тел А и D и момент MK сил сопротив-
ления качению тела D, kgmkNM DK ⋅=⋅= αcos  .

( )
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RRr

rRkm
Rr
rRmmgS

RRr
rRSkm

Rr
rRSmSmg

kgmSgmgSmFA
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DEB
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DDDD
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где 4,91cossin =

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



⋅⋅−⋅−=

DEB

EB
D

EB

EB
DA RRr

rRkm
Rr
rRmmgB αα    (кг⋅м/с2).

Итак, сумма работ положительна и направление SA и VA выбрано верно.
Далее запишем теорему об изменении кинетической энергии для неиз-

меняемой механической системы
( )∑=−

k

e
kFATT 0   .
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Подставим выражения для кинетической энергии и суммы работ внеш-
них сил

BSAV
A

A ⋅=−⋅ 0
2

2

  , (1)

откуда
A

BSV A
A

⋅⋅
=

2   .

Подставляя числовые значения, получим

56,1
75

4,912
≈

⋅⋅
≈ A

A
SV      м/с .

Определим ускорение тела А, для чего возьмем производную по времени от

правой и левой части соотношения (1), помня, что ( )tSS AA = , A
A V

dt
dS

= ,

A
A a

dt
dV

=

( )BS
dt
dAV

dt
d

A
A ⋅=





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
⋅

2

2

  ,
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2

  ,

AAA VBaVA ⋅=⋅   .

Окончательно 21,1
75

4,91
≈≈=

A
BaA    м/с2 .
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ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ РАБОТ

1. Расчетно-графические работы выполняются на листах писчей или чер-
тежной бумаги формата А4 (210×297 мм). Текст и рисунки наносятся только на
одну сторону листа. Выполнение рисунков «от руки» не допускается.

2.  Первая страница представляет собой титульный лист, образец которого
приведен ниже.

3. На второй странице записывается условие задания, вычерчивается за-
данная схема и выписываются из таблицы все данные (для соответствующего
варианта).

4. Решение задачи начинается с третьей страницы, на которой вычерчива-
ется расчетная схема механизма. Схема выполняется аккуратно, четко и в таком
масштабе, который позволит ясно изобразить все необходимые размеры, векто-
ры сил, моментов и т. д..
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